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Exercice.

Montrer que si G est un groupe abélien alors toute représentation linéaire irréductible
de G est de dimension 1. Quelles sont les représentations linéaires irréductibles du
groupe 7 /47 7 Dresser la table des caracteres de Z/47.

Probleme.

On considere le groupe alterné 214, groupe des permutations paires sur I’ensemble a
4 éléments {1,2,3,4}, sous-groupe du groupe symétrique Sy.

1. Combien le groupe &, admet de classes d’isomorphismes de représentations
irréductibles 7 Montrer que les seules représentations de dimension 1 de &4 sont
la représentation triviale et la signature.

2. On fait agir 64 sur lui-méme par conjugaison et on considere le 3-cycle
g = (1 2 3) c 64.

2.1. Quel est I'ordre du stabilisateur de o dans &4 ?
2.2. En déduire qu’il n’existe pas de permutation impaire qui commute avec o.

2.3. En déduire le nombre de classes de conjugaison de 4.

3. Combien le groupe 2A; admet de classes d’isomorphismes de représentations
irréductibles 7



4. Soit K = {e,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} CAy.
4.1. Montrer que K est un sous-groupe distingué de 2l4.
4.2. Montrer que K est isomorphe au groupe de Klein.
4.3. Le groupe quotient 2, /K est-il abélien ?
4.4. Déterminer le sous-groupe dérivé D(2l4) de 2.

4.5. En déduire le nombre de classes d’isomorphismes de représentations
irréductibles de dimension 1 de 2[4 et celui de dimension supérieure.

5. Soit x un caractere linéaire de 2l4, i.e. un morphisme de groupes de 24 dans C*.
5.1. Montrer que le morphisme y se factorise par 20,/D(2y).
5.2. En déduire que x(7) est d’ordre divisant 3 pour tout 7 € 2.

5.3. En déduire les caracteres de degré 1 de 2A4.

6. Soit p : Ay — GL(V) la représentation de permutation associée a l’action
naturelle de 204 sur {1,2,3,4}. On rappelle que cette représentation est C* muni
de l'action de 2l4 définie, dans la base canonique (e1,...,e4), par 0.e; = €q(;).

De plus, on remarque que V se décompose sous la forme V' @ W ou V'’ est la
droite engendrée par e; + - - -+ e4 et W est 'hyperplan d’équation z1 + ...+ x4 = 0.

Soient v, xv/ et xw les caracteres respectivement des représentations V', V' et
W (on a xv = xv' + xw)-

6.1. Rappeler que vaut le caractere d’une représentation de permutation. En
déduire les valeurs de xy sur les classes de conjugaison de 2ly.

6.2. Montrer que xy est le caractere trivial et en déduire les valeurs du caractere
XW -

6.3. Montrer que le caractere yw est irréductible.

6.4. Dresser la table des caracteres irréductibles du groupe alterné 2.
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